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Une nouvelle estimation extrinse`que du spectre de l’ope´rateur de
Dirac
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Re´sume´ : Nous e´tablissons une nouvelle majoration optimale pour les plus petites valeurs propres de
l’ope´rateur de Dirac sur une hypersurface compacte de l’espace hyperbolique.
A new extrinsic estimate for the spectrum of the Dirac operator
Abstract :We prove a new upper bound for the smallest eigenvalues of the Dirac operator on a compact
hypersurface of the hyperbolic space.
Soit (Mm, g) une hypersurface riemannienne compacte oriente´e (de dimension m) d’une varie´te´ rie-
mannienne spinorielle (M˜m+1, g). Notons λ1 la plus petite valeur propre de l’ope´rateur de Dirac associe´
a` g et a` la structure spinorielle induite sur M , et H la courbure moyenne de M dans M˜ . Dans [2], C. Ba¨r
montre que
λ21 ≤
m2
4Vol(M)
∫
M
H2vg , si M˜ = R
m+1, (1)
λ21 ≤
m2
4Vol(M)
∫
M
(H2 + 1)vg , si M˜ = S
m+1, et (2)
|λ1| ≤
m
2
(sup
M
|H |+ 1) , si M˜ = Hm+1. (3)
L’auteur montre e´galement que, siM est une sphe`re ge´ode´sique, alors (1) et (2) sont des e´galite´s, mais pas
(3). Ces re´sultats appellent donc la question suivante : peut-on ame´liorer (3) en une majoration optimale ?
Nous montrons dans cette note une estimation optimale de λ1 pour une hypersurface de l’espace hy-
perbolique. La preuve de ce re´sultat utilise une approche diffe´rente de celle de [9], qui est base´e sur les
proprie´te´s conformes des ope´rateurs de Dirac et de Penrose. Nous en discutons ensuite les limites, en
remarquant qu’en dimension 2 on ne peut espe´rer obtenir pour l’ope´rateur de Dirac une majoration L2
analogue a` celle de [7] (The´ore`me 2).
Ce travail, qui repose sur la the`se de l’auteur ([10], Chap. 2), a e´te´ effectue´ a` l’Institut Max-Planck pour
les Mathe´matiques dans les Sciences de Leipzig, que l’auteur tient a` remercier pour son soutien et son
hospitalite´.
1 Pre´liminaires
Pour les pre´liminaires sur la ge´ome´trie spinorielle, on se reportera par exemple a` [13, 6, 5, 8].
Nous rappelons quelques faits de base sur la restriction de spineurs a` une hypersurface (on pourra aussi
consulter [2, 14, 9]). Conside´rons une hypersurface riemannienne compacte (connexe) et oriente´e Mm
dans une varie´te´ riemannienne spinorielle (M˜m+1, g). L’orientation de M permet, graˆce a` l’existence sur
M d’un champ normal unitaire ν compatible avec les orientations de M et de M˜ , d’induire une structure
spinorielle sur M a` partir de celle de M˜ , posse´dant les proprie´te´s suivantes : notons ΣM (resp. ΣM˜) le
fibre´ des spineurs de (M, g) (resp. de (M˜, g)), “< · , · >” le produit scalaire hermitien naturel de ΣM , ∇
1
(resp. ∇˜) la de´rive´e covariante canonique sur ΣM (resp. sur ΣM˜), et “ ·
M
” (resp. “ · ”) la multiplication
de Clifford de TM sur ΣM (resp. de TM˜ sur ΣM˜).
Il existe alors un isomorphisme
ΣM˜|M −→
{
ΣM si m est pair
ΣM ⊕ ΣM si m est impair
(4)
qui est unitaire et qui envoie, pour tout champ X tangent a` M et toute section φ de ΣM˜|M , la section
X · ν · φ sur X ·
M
φ et la section ∇˜Xφ sur ∇Xφ +
A(X)
2 ·M
φ, ou` A est le champ d’endomorphismes de
Weingarten de TM . L’isomorphisme (4) e´tant de´sormais assimile´ a` l’application identite´, conside´rons
l’ope´rateur D agissant sur les sections de ΣM˜|M par
D :=
{
DM si m est pair
DM ⊕−DM si m est impair,
ou` DM est l’ope´rateur de Dirac (dit fondamental) de (M, g). Par de´finition, D est elliptique autoadjoint
et Spec(D2) = Spec(D2M ). Nous noterons, en tenant compte de leurs multiplicite´s, les valeurs propres de
DM par λk (k ≥ 1), et supposerons la suite (|λk|)k≥1 croissante.
Afin d’estimer ce spectre en fonction d’invariants extrinse`ques, nous comparons D a` un ope´rateur ici
auxiliaire appele´ ope´rateur de Dirac-Witten [15, 16] et de´fini dans une base orthonorme´e locale (ej)1≤j≤m
de TM par D̂ :=
∑m
j=1 ej · ∇˜ej . Graˆce aux proprie´te´s de l’isomorphisme (4), les ope´rateurs D
2 et D̂2 sont
lie´s par (cf. [10] ou [9], Lemma 2) :
D̂2φ = D2φ−
m
2
dH ·
M
φ−
m2H2
4
φ, (5)
identite´ valable pour toute section φ de ΣM˜|M .
2 Re´sultat principal
Nous nous restreignons maintenant au cas ou` la varie´te´ ambiante (M˜, g) est l’espace hyperbolique re´el
H
m+1 muni de sa me´trique standard g a` courbure sectionnelle −1. En tant que varie´te´ riemannienne
spinorielle, l’espace hyperbolique posse`de la proprie´te´ remarquable d’admettre des spineurs de Killing
imaginaires, i.e., il existe des sections non nulles φ de ΣM˜ satisfaisant, pour tout champ de vecteurs X ,
∇˜Xφ = ±
i
2
X · φ. (6)
Il est ici a` noter que la classification des varie´te´s riemanniennes spinorielles comple`tes admettant de telles
sections a e´te´ acheve´e par H. Baum dans [3] et [4], faisant apparaˆıtre d’autres exemples que l’espace
hyperbolique. Pour les proprie´te´s des spineurs de Killing, on pourra consulter [5].
Reprenant l’ide´e introduite dans [2] d’utiliser la restriction de ces spineurs de Killing comme sections-
test dans le principe du Min-Max, nous poussons plus loin la preuve du re´sultat (3) de C. Ba¨r graˆce a`
l’identite´ (5) qui permet d’e´viter l’emploi de l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz (comparer avec [2], p. 586).
Nous de´montrons le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1 Soit (M, g) une hypersurface riemannienne (immerge´e) de dimension m compacte et ori-
ente´e de l’espace hyperbolique (Hm+1, g). Munissons M de la structure spinorielle induite et posons
N := 2[
m+2
2
]. Alors pour tout k ∈ {1, . . . , N},
λ2k ≤
m2
4
(
sup
M
H2 − 1
)
. (7)
De plus, si (7) est une e´galite´ pour k = 1, alors la courbure moyenne H est constante.
2
De´monstration : E´tant donne´e une section non nulle φ de ΣHm+1 satisfaisant (6), e´valuons le quotient
de Rayleigh Q
(
D2, φ
)
:=
∫
M
<D2φ,φ>vg∫
M
<φ,φ>vg
. La section φ ve´rifiant (6), il vient imme´diatement D̂φ = ∓mi2 φ
puis D̂2φ = −m
2
4 φ. D’apre`s (5),
D2φ = −
m2
4
φ+
m2H2
4
φ+
m
2
dH ·
M
φ.
Prenons le produit scalaire hermitien de cette identite´ avec φ et identifions-en les parties re´elles : puisque
la multiplication de Clifford par une 1-forme est anti-autoadjointe (cf. [13]), ℜe(< dH ·
M
φ, φ >) = 0, dont
on de´duit que :
ℜe
(
< D2φ, φ >
)
= −
m2
4
< φ, φ > +
m2H2
4
< φ, φ > . (8)
Par inte´gration de cette identite´ sur M , nous obtenons
Q
(
D2, φ
)
= −
m2
4
+
m2
∫
M
H2 < φ, φ > vg
4
∫
M
< φ, φ > vg
≤ −
m2
4
+
m2
4
sup
M
H2.
Puisque l’espace hyperbolique admet un espace de dimension 2.2[
m+1
2
] de spineurs de Killing imaginaires,
l’application du principe du Min-Max donne l’ine´galite´ (7).
Si maintenant (7) est une e´galite´ pour k = 1, alors la caracte´risation variationnelle de λ21 entraine, pour
la restriction a` M de tout spineur de Killing imaginaire φ sur Hm+1,
D2φ = λ21φ.
L’injection de cette relation dans (8) et le fait qu’un spineur de Killing imaginaire n’admet pas de ze´ro
[5] donne alors λ21 =
m2
4
(
H2 − 1
)
, dont on de´duit que H doit eˆtre constante.
✷
Remarques
a. Ce re´sultat se re´ve`le analogue a` celui de E. Heintze ([12], Theorem 2.3) pour le laplacien scalaire, et
est optimal : pour toute sphe`re ge´ode´sique, (7) est une e´galite´ pour k = 1 (voir [9]).
b. L’ine´galite´ (7) pour k = 1 demeure e´videmment valable sur toute hypersurface (compacte et oriente´e)
de toute varie´te´ riemannienne spinorielle admettant un spineur de Killing imaginaire.
c. Pour obtenir un majorant L2 analogue a` ceux de (1) et (2), il suffirait qu’il existe un spineur de Killing
imaginaire de norme constante sur M . Il a ne´anmoins e´te´ de´montre´ [3, 4, 10] que, sous cette hypothe`se,
M doit eˆtre totalement ombilique dans Hm+1, i.e., eˆtre isome´trique a` une sphe`re ge´ode´sique de Hm+1.
Nous n’excluons pas l’existence lorsque M˜ = Hm+1 d’une telle borne L2, qui paraˆıtrait naturelle au
regard de l’estimation obtenue par A. El Soufi et S. Ilias ([7], The´ore`me 1) pour la premie`re valeur propre
non nulle du laplacien scalaire. Cependant, nous signalons les limites de cette analogie : l’estimation a
priori (comparer avec [7], The´ore`me 2)
λ21 ≤
m2
4Vol(M)
∫
M
(
H2 + R(ι)
)
vg
sur une hypersurface compacte d’une quelconque varie´te´ M˜ conforme´ment immerge´e dans la sphe`re
Sm+1 ne peut avoir lieu en dimension m = 2 : en effet, la quantite´
∫
M
(
H2 +R(ι)
)
vg est dans ce cas la
fonctionnelle de Willmore, qui est invariante par changement conforme de me´trique sur M˜ . Or le produit
λ21Aire(S
2) est non borne´ dans la classe conforme de canS2 [1]. Cette diffe´rence de comportement entre
l’ope´rateur de Dirac et le laplacien scalaire se retrouve d’ailleurs dans la caracte´risation du cas d’e´galite´
de (2) [11].
Pour l’utilisation des proprie´te´s conformes de l’ope´rateur de Dirac dans ce contexte, nous renvoyons a`
[9, 10].
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